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М Н О Г О О Б Р А ЗИ Я  
П Р И С О Е Д И Н Е Н Н О  Р Е Г У Л Я Р Н Ы Х  К О Л Е Ц
В произвольном кольце* (İ2, +  , •) можно определить так называемое при­
соединенное умножение о по правилу
а о Ь  — а-\-Ь — ab
для любых а, 6 £ R.  Л егко проверяется, что присоединенное умножение 
ассоциативно, и, таким образом, кольцу (İ2, + ,•)  сопоставляется его присо­
единенная полугруппа  (İ2, о). Известно, что ряд важны х свойств колец до­
пускает изящную характеризацию в терминах присоединенной полугруппы: 
примером может служ ить тот классический факт, что кольцо будет ради­
кальным тогда и только тогда, когда его присоединенная полугруппа явл я ­
ется группой (см., например, [1, с.76-78]). Встречная идея вы делять классы 
колец, наклады вая те или иные условия на их присоединенные полугруппы, 
такж е представляется заслуживающ ей внимания. В рамках такого подхода 
К ларк [2] и Д у Ксиянкун [3] обстоятельно исследовали кольца, у которых 
присоединенные полугруппы являю тся объединением групп (такие кольца 
были названы в [2] обобщенно радикальными) , а такж е кольца с некоторыми 
другими естественными ограничениями на присоединенные полугруппы.
Все типы присоединенных полугрупп, возникавших в [2] и [3], относились 
к классу регулярных полугрупп. Напомним, что полугруппа (5',-) называ­
ется регулярной , если для любого а £ S  найдется такой элемент b £ S1, что 
aba =  а. Кольцо (İ2, + , •) называется регулярным , если регулярна его муль­
типликативная полугруппа (İ2, •). Назовем кольцо (İ2 ,+ ,•)  присоединенно 
регулярным , если регулярна его присоединенная полугруппа (İ2, о). Класс 
присоединенно регулярных колец весьма обширен. Действительно, посколь­
ку каж дая группа очевидно является регулярной полугруппой, присоеди­
ненно регулярными будут все радикальные и все обобщенно радикальные 
кольца. С другой стороны, присоединенно регулярным будет любое регу­
лярное кольцо с единицей (см. лемму 1 ниже). Изучение присоединенно 
регулярных колец представляется поэтому достаточно содержательной за­
дачей. В настоящей статье в качестве первого шага в этом направлении
*В данной статье слово “кольцо” озн ачает ассоциативное кольцо, а слово “р а д и к а л ” — 
р ад и к ал  Д ж екобсона.
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мы найдем характеризацию многообразий, состоящих из присоединенно ре­
гулярных колец, т.е., иначе говоря, выясним, выполнение каких тож деств 
гарантирует присоединенную регулярность.
Чтобы сформулировать основной результат статьи, потребуется одно 
обозначение. Д ля  каждого простого числа р рассмотрим кольцо
8 Р — (е, а | ре =  0 , е2 =  е, еа =  ае =  а, а 2 =  0 ).
Кольцо Бр состоит из р 2 элементов, коммутативно и имеет наглядную реа­
лизацию 2 X 2-матрицами над р-элементным полем <ТТ(р), а именно
а ,/?  Е <2 Д(р)
Т е о р е м а . Д л я  многообразия 2} следующие условия эквивалентны:
(1) 2} состоит из присоединенно регулярных колец;
(И) 53 состоит из обобщенно радикальных колец;
(ш) 53 не содержит ни одного из колец где р — простое число;
(К) для некоторых к > 1 и т  в 53 выполняется тождество
х т( у - у к)хт = 0. (1)
Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы проведем по схеме (1)=Дш)<^(К)=Ди)=Д1).
(Й)=Дш). Достаточно убедиться, что кольцо Бр ни при каком простом р не 
является присоединенно регулярным. Это легко вытекает из следующего 
хорошо известного (и непосредственно проверяемого) факта:
Л е м м а  1 . Если К  — кольцо с единицей е, то отображение а е — а 
является изоморфизмом присоединенной полугруппы  (Д, о) на м у л ь т и п л и ­
кативную полугруппу  (Д, •).
Так как Бр — кольцо с единицей, остается заметить, что оно нерегулярно.
(ш )=Д К ). М ногообразия, не содержащие уж е встречались в литературе. 
В частности, нам будет полезно такое их свойство [4, лемма 4]:
Л е м м а  2 . Если многообразие 53 не содержит ни одного из колец где р
— простое число, то полупростые кольца из 53 удовлетворяют тождеству
У = Ук (2)
для некоторого к > 1, а аддитивный порядок любого ненулевого идемпотен-  
та в любом кольце из 53 конечен и свободен от квадратов.
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Поскольку кольцо Бр удовлетворяет тож дествам
ху  = ух,  рх = 0, (3)
к многообразиям, не содержащим ни одного из колец Бр, применим и следу­
ющий результат, вытекающий из основной теоремы работы [5]:
Л е м м а  3. Если многообразие 2} не содержит, ни одного из многообразий , 
задаваемых тождествами  (3), где р — простое число , то 23 удовлетворяет 
тождеству
х ш = х 2ш (4)
для некоторого натурального т.
Рассмотрим теперь свободное в многообразии 23 кольцо У с двумя сво­
бодными образующими х и у. В силу лемм 2 и 3 можно считать, что кольцо 
У удовлетворяет тож деству (4), а фактор-кольцо кольца У по его радикалу 
удовлетворяет тож деству (2). Если многообразие 23 не удовлетворяет ника­
кому тож деству вида ( 1), то, в частности, х ш(у — у к)хш /  0 , где т  и к > 1 — 
параметры упомянутых тож деств (4) и (2 ) соответственно. Обозначим эле­
мент х ш(у — у к)хш через с, а х т через у. Тогда у  — ненулевой идемпотент, с
— элемент радикала ж дс — сд — с. Ясно, что радикал кольца с тождеством 
(4) является ниль-идеалом, поэтому с1 =  0 для некоторого t > 1. Пусть I
— минимальное число с таким свойством, тогда если положить Ь =  с*-1 , то 
Ь ф 0 и Ь2 — 0. При этом, разумеется, дЬ — Ьд — Ь.
По лемме 2 аддитивный порядок п идемпотента д конечен и свободен от 
квадратов. Ясно, что аддитивный порядок I  элемента Ь будет неединичным 
делителем числа п. Обозначим через Б подкольцо в У, порожденное д и 
5, и пусть р — некоторый простой делитель числа I. Фактор-кольцо Б/рБ  
можно рассматривать как векторное пространство над р-элементным полем. 
Убедимся, что образы е й  а элементов д и соответственно Ь в этом фактор- 
кольце линейно независимы. Действительно, допустим, что
ае + (За — 0 (5)
для некоторых 0 < <т,/3 < р. Тогда ад + /ЗЬ =  рз для некоторого 5 £ Б. В 
силу соотношений д 2 =  д , Ь2 — 0 и дЬ =  Ьд =  Ь ясно, что каждый элемент в Б 
представим в виде целочисленной комбинации элементов д и 6; в частности, 
з = ~/д + 6Ь для некоторых целых у и ё. Итак,
щ  + л  =  р(~/д +  8Ъ). (6)
Умножив (6 ) на 6, получим аЬ — р^Ъ, откуда аддитивный порядок £ элемента 
Ь делит ру — а. Поскольку р делит Д это возможно только при а  =  0.
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Поэтому соотношение (6) сводится к
/ЗЪ =  р(~/д +  6Ь). (7)
Представим п — аддитивный порядок идемпотента д — в виде п — рд. Тогда 
число д взаимно просто с р, т.к. п свободен от квадратов. Умножив равен­
ство (7) на д, получим в правой части рд(дд +  ёЬ) =  дпд +  ёпЬ =  0. Поэтому 
и д/36 =  0, откуда £ делит д/3. Снова вспоминая, что р делит 7, заклю чаем, 
что это возможно только при /3 =  0. Итак, в любом соотношении вида (5) 
оба коэффициента а  и /3 должны быть нулевыми, т.е. элементы е й  а ли­
нейно независимы над <УУ(р). Поэтому кольцо Б/рБ  содержит в точности р 2 
элементов, а т.к. его порождающие е и а по построению удовлетворяю т всем 
определяющим соотношениям кольца кольцо Б/рБ  изоморфно кольцу 
Бр. Отсюда кольцо Бр принадлежит многообразию 23, что противоречит 
условию (ш).
(тс)=Дш). Чтобы убедиться, что ни одно из колец Бр не удовлетворяет то­
ждеству (1) ни при каких к > 1 и ш, достаточно подставить в (1) е вместо х 
и а вместо у. Тогда
(iv)=^(ii). Возьмем произвольное кольцо R  G 2J. Обозначим через /  идеал, 
порожденный идемпотентами кольца 32, через J  — радикал R  и положим 
М  — {г  G R  : I x l  =  0}, N  =  {r  G R  : exe =  0 для любого е2 — е G R}.
Л е м м а  4. J  — N  =  М .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего покажем, что J  С N . Возьмем произволь­
ный элемент r G J . В силу уж е доказанной равносильности условий (iv) и 
(ш) к многообразию 2J применима лемма 3, откуда в кольце R  выполняется 
некоторое тож дество вида (4). Ясно, что радикал кольца с таким тож де­
ством является ниль-идеалом, т.е. г1 — 0 для некоторого натурального I. 
Заметим, что, подставляя у к вместо у в тож дество ( 1), можно вывести из ( 1) 
тож дество х ш(у — у к2 ) хт =  0 и т.д. Другими словами, можно считать, что 
с самого начала параметр к в тож дестве ( 1) больше, чем любое наперед за­
данное число, в частности, больше, чем £. Тогда г — г к =  г. Возьмем теперь 
произвольный идемпотент е G R  и подставим его в тож дество (1) вместо ж, 
одновременно заменив в (1) у на г. Мы получим
х т (у -  у к)хш =  ет (а -  ак)еш =  еае =  а /  0 .
0 =  х т {у -  у к)хт =  ет(г -  г к)ет =  еге,
откуда r G N .
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Теперь убедимся, что N  — идеал в R.  Ясно, что N  — подгруппа. Возь­
мем произвольные элементы ^ G İV и г G й , и пусть е — произвольный 
идемпотент в R.  Проверим, что erze  =  0. Действительно,
erze  =  eerze =  e(er — re)ze + ereze =  e(er — re )ze ,
т.к. eze — 0 по выбору Ввиду равносильности условий (iv) и (iii) к много­
образию 2} применима лемма 2, согласно которой в полупростом кольце R / J  
справедливо некоторое тож дество вида (2). В силу классической теоремы 
Джекобсона (см., например, [6 , теорема 3.1.2]), кольцо с таким тождеством 
коммутативно. Поэтому коммутатор [e ,r]  = er — re принадлежит радика­
лу J ,  откуда и [е,гД  £ J .  Выше мы уж е доказали, что J  С X , поэтому 
[e, r\z  £ M f и е[е, r\ze =  0. Таким образом, erze  =  0 и N  — левый идеал в R.  
Аналогично проверяется, что N  — правый идеал.
Наш следующий шаг состоит в том, чтобы для произвольных идемпотен- 
тов e, /  £ R  указать идемпотент д такой, что еде — e, f g f  =  / .  Пусть ё, /  — 
образы е и /  в ф актор-кольце R / J .  Положим
ğ = ёо f  = ё +  f  -  e f .
С учетом того что кольцо R / J  коммутативно, непосредственно проверяется, 
что ğ — идемпотент и что ёд — ё, f ğ  =  / .  Хорошо известно (см., например, 
[7, предложение 3.6.1]), что идемпотент можно поднять по модулю ниль- 
идеала, т.е. существует идемпотент д £ İ2, образ которого в R / J  равен д. 
Из того что ёд — ё, следует, что ед — e £ J . Поскольку J  С 7V, домножив 
элемент ед — е слева и справа на е, получим е(ед — е)е — 0 , откуда еде — е. 
Аналогично f g f  — / .
У нас все готово к доказательству включения N  С М .  Возьмем произ­
вольный элемент г £ А  и проверим, что I r l  =  0 , где, напомним, /  — идеал, 
порожденный идемпотентами кольца R.  Так как каждый элемент идеала /  
является суммой произведений вида аеб, где е — идемпотент, a а, b — произ­
вольные элементы из İ2, достаточно проверить, что aebrcfd  =  0 для любых 
а, 6, с, d £ R  и любых идемпотентов е й / .  Подберем такой идемпотент </, что 
еде =  e, f g f  =  / ;  тогда
aebrcfd  =  aegebrc fg fd  =  aeg(ebrcf)g f d .
Выше мы доказали, что N  — идеал в İ2, поэтому элемент в скобках при­
надлеж ит N .  Но тогда по определению N  имеем g(ebrcf)g  =  0, откуда 
aebrcfd  =  0 и I r l  =  0, т.е. г £ М .
Остается проверить, что М  С J.  Возьмем произвольный элемент г £ М . 
В силу того что кольцо R  удовлетворяет некоторому тож деству вида (4),
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некоторая степень г1 элемента г будет идемпотентом. Но тогда по опре­
делению М  имеем rl rr l — 0, откуда г — ниль-элемент. Поэтому М  — 
ниль-идеал и М  С J .
Приступим к доказательству того, что кольцо R  обобщенно радикаль­
но. Согласно критерию Д у Ксиянкуна [3, теорема 5], достаточно проверить, 
что фактор-кольцо R / I  радикально, а фактор-кольцо / / /  П М  строго регу­
лярно (напомним, что строго регулярным  называется регулярное кольцо, 
идемпотенты которого леж ат в центре). Первое условие выполняется в си­
лу того уж е отмечавшегося ф акта, что кольцо R  удовлетворяет некоторому 
тож деству вида (4), а потому некоторая степень каждого его элемента будет 
идемпотентом и попадает в идеал / .  Отсюда R / I  — ниль-кольцо и, в частно­
сти, радикальное кольцо. Чтобы проверить второе условие, воспользуемся 
леммой 4, согласно которой М  — J . Поэтому / / /  П М  = I / 1 П J  = I  + J / J  
изоморфно подкольцу полупростого кольца R / J  и по лемме 2 удовлетворя­
ет некоторому тож деству вида (2). Ясно, что кольцо с таким тождеством 
регулярно, а в силу уж е цитировавшейся теоремы Джекобсона оно к тому 
же коммутативно, а стало быть, строго регулярно.
Д ля завершения доказательства теоремы остается заметить, что импли­
кация (ii)=^(i) очевидна.
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